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論    文    の    要    旨 
  
 審査対象論文は流体力学の基礎方程式である Navier-Stokes 方程式の解析において，特に工学分
野で利用されている近似法の正当化に関する問題に対して最新の数学理論を用いて考察されたもので
あり，主に以下の結果が得られている． 
1) 近似非圧縮条件を考慮した Stokes方程式に対する最大正則性定理 
2) 近似非圧縮条件を考慮した Navier-Stokes方程式の時間局所解の一意存在定理 
3) 近似非圧縮条件を考慮したNavier-Stokes方程式と通常のNavier-Stokes方程式の解の誤差評価 
4) 近似非圧縮条件を考慮した Navier-Stokes方程式の弱解の存在定理 
 
 Navier-Stokes方程式は流体力学の基礎方程式であり，水や空気の流れはこの Navier-Stokes方程
式を用いて解析されることが多い．Navier-Stokes 方程式は，速度場と圧力を未知関数にもつ連立系の
非線形偏微分方程式であり，運動方程式と運動量保存則の2つから構成される．運動方程式は，流速場
に関しては時間発展方程式であるが，圧力に関しては時間発展方程式になっていないという特徴がある．
そのため，速度場と圧力を一緒に扱うことは難しい．また，運動量保存則は非圧縮条件と呼ばれ，速度場
に関する制約条件となっているため扱いが難しい．これらの困難さのため，Navier-Stokes 方程式は多く
の分野で利用されているにも関わらず，米国のクレイ研究所のミレニアム問題の 1 つに掲げられるほど解
析が難しい方程式となっている．実解析の分野ではその 2つの困難さを回避するためにルベーグ空間に
対するヘルムホルツ分解を用いるのが定石となっている．ヘルムホルツ分解は非圧縮条件を満たすよう
な部分空間とその直交補空間にルベーグ空間を直和分解できることを述べており，これを用いることで圧
力と速度場を分け，Navier-Stokes 方程式を速度場だけの方程式と圧力だけの方程式に分けることがで
きる．しかし，このヘルムホルツ分解は2乗可積分なルベーグ空間であれば任意の領域で可能であるが，
一般のp乗可積分なルベーグ空間においては，領域に制限を受ける．そのため，一般の領域に対して実
解析的に扱うことはできていないのが現状である．一方，数値解析の分野では，非圧縮条件を満たすよう
な部分空間での基底を作ることが一般には難しいため，実解析分野と同じような手法をとることが難しい．
そこで非圧縮条件を近似し，その近似非圧縮条件を用いて圧力項を運動方程式からなくし，速度場だけ
の方程式に変えて解析をすることが多い．ペナルティー法や擬似圧縮法，圧力安定化法などいろいろな
近似方程式が知られているが，その近似の正当化（誤差評価）を厳密に解析している結果はほとんどな
い．特に非定常問題においては Prohl の結果しか知られていない．しかし，この Prohl の結果は空間方
向が 2 乗可積分のルベーグ空間に限定されており，また，圧力に関する誤差評価においては不自然な
重みを付けて評価が行われている．審査対象論文ではこのことに注目し，最近発展してきた最大正則性
の理論を用いて，Prohl の結果を（p 乗可積分な関数空間に拡張したという意味で）一般化し，不自然な
重みを付けない評価を得ることを 1つの目的としている． 
 最大正則性とは，与えられた外力の正則性と同じ正則性を方程式に現れる各項がもつという性質のこと
であり，最近では，柴田により最大正則性の理論が発展してきた．審査対象論文においてもその手法に
従って線形化方程式である Stokes 方程式の最大正則性が導かれている．しかし，通常の Stokes 方程
式は速度場については 2階，圧力については 1階の微分方程式であるが，近似した非圧縮条件は速度
場 1階，圧力 2階の方程式であり，正則性が異なる．そのため，近似非圧縮条件を弱形式で表すことで，
圧力の階数を 1 階に抑える工夫を行い最大正則性定理を導いている．特に，数値解析で使われている
近似法の正当化を行うため，ある程度境界が滑らかな有界領域において最大正則性を導いている．その
証明の第 1段階として，近似した（弱い意味での）非圧縮条件を考慮した Stokes方程式を全空間と半空
間において解析している．全空間の場合には，Fourier 変換を方程式に施すことで解の正確な表示を得
ることができる．この解表示に対して作用素値の Fourier multiplier theoremを使うことで，最大正則性
を得ることができる．実際は，作用素値の Fourier multiplier theorem を使う際には解作用素の R 有
界性が必要になるが，R有界であるための十分条件が柴田により示されているので，それを用いて示され
ている．また半空間の場合においても同様に解の正確な表示を得て，最大正則性を求めるための十分条
件をチェックすることで半空間における解作用素の R 有界性を得ている．第 2 段階としては，曲がった上
半分の空間（bent half-space）での解作用素の R 有界性を得ている．これは変数変換をすることで半空
間の場合に帰着され，証明されている．第 3 段階は有界領域の場合を証明している．これは有界領域を
1の単位分解を用いて局所的に，全空間か半空間，bent half-spaceに分けて，第１段階，第２段階で得
られた結果を合わせることで有界領域での解作用素の R 有界性が導かれ，作用素値の Fourier 
multiplier theoremを用いて最大正則性が得られている． 
 次に，有界領域での最大正則性の応用として，近似した（弱い意味での）非圧縮条件を考慮した
Navier-Stokes 方程式の時間局所解の一意存在について証明している．これは最大正則性定理と縮小
写像の定理を駆使することで示されている．また，同様の手法で，有界領域での近似した（弱い意味での）
非圧縮条件を考慮した Navier-Stokes方程式と(弱い意味での）非圧縮条件を考慮した通常の Navier-
Stokes 方程式の時間局所解の誤差について満たすべき方程式を考え，そこから誤差評価を求めている．
これは知られている Prohl の結果と比較して，空間方向のノルムが一般化されており，圧力に関しても自
然な形の結果になっており，初期値が十分近似のよいものであれば，誤差も近似のよいものになっている
ことを保証している． 
 また，もう 1 つの最大正則性の応用として，Saal や Borchers -Miyakawa による手法を参考にして弱
解の存在を証明している．近似問題の弱解の存在を証明するために，非線形項に若干の修正を入れて
いる．これは非圧縮条件を近似した影響であり，Prohl も提案している修正である．この修正を用いて近
似問題の弱解の存在を示し，2次元においては弱解の一意存在性も示している． 
 
論文の構成は以下の通りである．第 1章では審査対象論文の研究に対する背景や既存の結果の紹介
を行っている．第 2 章では論文中に使われている記号の紹介と論文の主たる結果が紹介されている．第
3 章では，結果を示すためのいくつかの命題の紹介が行われ，第 4 章では近似非圧縮条件を考慮した
Stokes 方程式の最大正則性が有界領域を最終目標として示されている．最終章では，第 4 章で得られ
た最大正則性の応用として，近似非圧縮条件を考慮したNavier-Stokes方程式の時間局所解の一意存
在性，誤差評価，弱解の存在性について議論されている． 
 
 
審    査    の    要    旨 
〔批評〕 
 本学位論文では，工学分野で使われているNavier-Stokes方程式における非圧縮条件の近似の正当
化について考察を行っており，最近発展してきた放物型方程式に対する最大正則性の理論を用いて，考
えうる最良の成果を得ることができている．また，ヘルムホルツ分解と近似非圧縮条件の関係についても
言及されている．これらの結果は，純粋数学の分野はもちろん，工学分野においても重要な研究結果で
あり，これからのNavier-Stokes方程式の解析に影響を与え得る結果である．今後のNavier-Stokes方
程式の研究に大いに役立つものであると期待される． 
 
〔最終試験結果〕 
  平成 30 年 5 月 16 日、数理物質科学研究科学位論文審査委員会において審査委員の全員
出席のもと，著者に論文について説明を求め，関連事項につき質疑応答を行った．その結果，審査委員
全員によって，合格と判定された． 
 
〔結論〕 
 上記の論文審査ならびに最終試験の結果に基づき，著者は博士（理学）の学位を受けるに十分な資格
を有するものと認める． 
